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Prologo

El estudio de sucesiones ha sido muy importante en varias areas de
Matematicas y estas se manifiestan de diversas maneras en diferentes
contextos en la naturaleza y actividad humana, de las cuales la
sucesion de Fibonacci es un representante. Debido al desarrollo
de las comunicaciones digitales, las sucesiones sobre estructuras
algebraicas finitas, particularmente campos de Galois es un tema de
gran relevancia actualmente. Una pregunta interesante en este tema es
la generacion de sucesiones con propiedades particulares que permitan
su aplicacion en diversos contextos. Algunas de estas propiedades
incluyen pseudoaleatoriedad, correlacion, generacion rapida y eficiente,
entre otras. De particular importancia son las sucesiones binarias
(por sus aplicaciones) que se obtienen por medio de recurrencias
lineales, como es el caso de la sucesién de Fibonacci, y una forma
de generarlas es por medio de los llamados Registros de Corrimiento
de Retro-alimentacion Lineal (Linear Feed-back Shift Register, LFSR), los
cuales se pueden implementar en hardware para una mayor rapidez
en la genenracion de la sucesion y su aplicacion en tiempo real. En el
caso de sucesiones binarias generadas por recurrencias lineales, estas
se pueden obtener por medio de la funcién traza definida sobre una
extension finita de los niimeros binarios, es decir, sobre un campo
de Galois. De particular importancia son las sucesiones de maxima
longitud, las llamadas m-sucesiones. Aunque las sucesiones binarias
son las mas estudiadas por sus aplicaciones, desde el punto de vista
matematico se pueden usar campos de Galois mas generales y otras
estructuras algebraicas que incluyen los ani-llos de enteros modulares,
Zm, o0 bien los anillos de Galois. Cabe mencionar que el estudio
de sucesiones, particularmente sobre estructuras discretas es de tal
importancia que hay congresos internacionales dedicadas a este tema,
una de ellas es la SETA (Sequences and Their Applications).

Las sucesiones, en particular las m-sucesiones, tienen aplicacién en
una gran va-riedad de contextos. A continuacién se mencionan algunos
de ellos.
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viii PROLOGO

(1) Los sistemas de posicionamiento global (Global Positioning
Systems, GPS) usa un LFSR para transmitir rapidamente una
sucesion que indica la posicién de un objeto.

(2) Los LFSR se usan para generar numeros pseudoaleatorios para
su uso, por ejemplo, en cifrados de cascada como es el A5/1
y A5/2, empleados en teléfonos celulares con GMS, y el EO
usado en Bluetooth. Sin embargo, debido a que la sucesién es
generada a base de recurrencias lineales son suceptibles del
criptoanalisis, pero se modifican para que sean mas robustas
y se puedan usar en otros contextos.

(3) Las sucesiones obtenidas por LSFR también se usan en trans-
misiones y comunicaciones digitales, por ejemplo para tener
una modulaciéon y demodulacion robusta y eficiente. Entre
las empresas transmisoras que usan LFSR se cuentan, entre
otras, las siguientes: ATSC Standards (digital TV transmission
system D North America), DAB (Digital Audio Broadcasting
system D for radio), DVB-T (digital TV transmission system D
Europe, Australia, parts of Asia), NICAM (digital audio system
for television). Entre las empresas de comunicacion digital que
usan LFSR se pueden mencionar: IBS (INTELSAT business ser-
vice), IDR (Intermediate Data Rate service), SDI (Serial Digital
Interface transmission), Data transfer over PSTN (according
to the ITU-T V-series recommendations), CDMA (Code Divi-
sion Multiple Access) cellular telephony, 100BASE-T2 ‘“fast”
Ethernet (scrambles bits using an LFSR), 1000BASE-T Ethernet,
the most common form of Gigabit Ethernet, (scrambles bits
using an LFSR), PCI Express 3.0, SATA, USB 3.0, IEEE 802.11a
(scrambles bits using an LFSR).

El objetivo de estas notas es el de dar una breve introduccion a
este tema, y su contenido es el siguiente: en la Seccion 2 se recuerda
una de las sucesiones mas famosas debido a que se encuentra en un
gran numero de contextos que incluyen la arquitectura, musica y la
naturaleza, entre otras. En la Secciéon 3 se recuerda la relacion durea
y se describe su relaciéon con la sucesion de Fibonacci. En la Seccién
4 se introduce la sucesién de Fibonacci sobre los nimeros binarios y
otras estructuras algebraicas finitas. La Seccion 5 esta dedicada a la
generacion de sucesiones binarias por medio de recurrencias lineales
asi como a los Registros de Corrimiento de Retroalimentacion Lineal,
una forma de generar sucesiones en forma eficiente. En la Seccion 6 se
tratan las m-sucesiones, en la Seccion 7 se ven algunos aspectos de la
correlacion de sucesiones binarias, y en la tltima Seccioén se recuerdan
las sucesiones de Gold, una de las mas usadas en la practica.



Capitulo

La sucesion de Fibonacci

La sucesion de Fibonacci es una sucesiéon de numeros reales de
las mas conocidas e importantes por su relaciéon con varios fenémenos
de la naturaleza entre las que se incluyen crecimiento de poblaciones,
simetrias en el crecimiento de algunas plantas y flores asi como en
algunos animales, entre otras

(http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Fibonacci/fibnat.html).
En areas como la musica, pintura y arquitectura
(http://www.geom.uiuc.edu/ demo5337/s97b/spiral.html)

también aparece la sucesion de Fibonacci. Existe una gran conexion
entre la relacion aurea y la sucesion de Fibonacci como se podra ver
mas adelante. En las siguientes lineas de recordara su definicion y
una forma de obtenerla que facilitara la introducciéon de ‘“sucesiones
de Fibonacci" binarias y sobre otras estructuras algebraicas (campos
finitos, anillo d enteros modulares). Esta seccién sigue de cerca el
material que aparece en [2].

La sucesion de Fibonacci, (s¢);>0, se puede generar de las siguiente
manera: sea so =0, s; =1 yparat > 2 s; es tal que

St = St—1 + St—»2. (11)

Esta relacién se llama de “recurrencia. Asi, los primeros términos de la
sucesion son:

(s)={0,1,1,2,3,5,8,13,21,...} (1.2)

De especial importancia es la relacion que existe entre dos elementos

consecutivos de la sucesion de Fibonacci:
St

Sta1
Por ejemplo,
1/1=12/1=23/2=1.55/3=1.666... 8/5=1.6

A continuacin se verda una una forma sistematica de obtener esta
sucesion.



2 1. LA SUCESION DE FIBONACCI

A continacion se determinara el t-esimo término de las sucesion.
Supongamos que el elemento t-ésimo, s;, t > 2, de la sucsiéon es tal
que s; = o para algin numero « distinto de cero. De la relacion de
recurrencia se sigue que

of = ot 2 (1.3)
Multiplicando ambas lados de esta relacion por o?—*
satisface:

se tiene que «

o —x—1=0, (1.4)
es decir, « es raiz del polinomio
flx)=x*—x—1. (1.5)

Este polinomio es llamado el polinomio caracteristico de la sucesion de
Fibonacci.

Considerando a este polinomio como elemento del anillo R[x], la
ecuacion f(x) = 0 tiene dos soluciones o y o». Es facil ver que las
raices del polinomio caracteistico son:

1+45 1-5
o2 T2

Por consiguiente las sucesiones («!) y () satisfacen la relacion de
recurrencia de la sucesion de Fibonacci. Cualquier combinacién lineal
de esas sucesiones tambien satisface la misma relacién de recurrencia,
mas aun, estas sucesiones generan un espacio vectorial de dimension
2 (sobre R). Por lo tanto si a y b son nameros reales, entonces,

(1.6)

X1 X2

st =ao +bod, (1.7)

tambien satisface la relacion de recurrencia de la sucesion de Fibonacci.
A continuacion se determinaran los valores de a y b.

Como sy = 0y 57 =1, de la relaciéon anterior se tienen el siguiente
sistema lineal:

Sso=a+b=0, ss=acy+boy =1, (1.8)

el cual tiene como solucion:

1 1
a=—, b=———. (1.9)
V5 V5
Por lo tanto, el t-ésimo término de la sucecion de Fibonacci es:
t t
1 [1++/5 1 (1-+5
Si=—=|—| ——= | —— (1.10)
V5 2 V5 2

la cual es la expresiéon que aparece en la literatura.
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El polinomio f(x) = x> — x — 1 es irreducible sobre los nimeros
racionales Q y dado que /5 es irracional, el campo de descomposicion
de f(x)esK = Q(/5), el cual es una extension de grado 2 de Q. El grupo
de Galois G de K sobre Q es ciclico de orden 2 y esta generado por el
automorfismo o (v/5) = —/5.

La funcion traza de K sobre QQ esta definida como:
trgig K — Q, trigoly) =y +o(y).
Ejercicio. Porbar que trg,q(y) € Q.

El siguiente resultado relaciona la funcion traza arriba definida con
la sucesion de Fibonacci:

THEOREM 1.0.1. Si f; es el t-ésimo (t > 1) término de la sucesion de
Fibonacci, entonces:

trx0B) = fi = % <1+2\/§> B % (1 _2\@>

- Ly = L (155
dondeﬁ—ﬁ(xl ﬁ( > )
Como severa en la Seccion 4, la sucesion de Fibonacci sobre otras
estructuras algebraicas tambien se puede describir en términos de la
funcién traza correspondiente.







Capitulo

La relacion aurea

A través de la Historia la relacion en un segmento de recta AC como
se muestra en la siguiente figura,

AC AB

AB BC
ha sido considerada como una relacién de gran importancia, entre otras
cosas por su estética. Los griegos la llamaron la razon dorada o razon

aurea, tambien conocida como la razon de oroy le dieron el nombre de
¢, en honor al escultor griego Phidias.

Existe una gran cantidad de ejemplos en la que la razén de oro se
manifiesta, tanto en la naturaleza (plantas, animales, flores etc.) como
en la pintura, arquitectura, inclusive en arqueologia como en la Gran
Piramide de Giza, la cual tiene 4,600 anos de existencia, mucho antes
de la aparicion de la cultura griega en la cual sus dimensiones estan
basadas en la raz6n de oro. A continuacion se mencionaran algunas de
estas manifestaciones.

Varios artistas y arquitectos que vivieron después de Phidias
han usado la razon de oro. Por ejemplo, Leonardo Da Vinci le
di6 el nombre de proporcion divina y la us6 en varias de sus
pinturas, por ejemplo en la famosa “Mona Lisa". Ademas realizo
un estudio del cuerpo humano encontrando la proporcion divina en
varias de sus partes. Como se mencion6 antes, se tiene conocimiento
que en la Gran Piramide de Giza, asi como en varias partes del
Partenon y en la construccion de la catedral de Notre Dame, se
manifiesta la razén aurea. Seria dificil mencionar todos los casos
donde se encuentra esta relacion, pero el lector interesado puede
consultar por ejemplo las paginas http://www.goldenratio.org/info/,
http://www.goldennumber.net/music.htm o bien buscar en la interner.

Lo importante en relacion a estas notas, es que existe una relacion
entre la razén aurea y la sucesién de Fibonacci, como se muestra a
continuacion.
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Sia=ABy b = BC entonces a + b = AC y la relacion entre los

segmentos de recta dada anteriormente toma la forma:
a+b a

a b’
Si b # 0y se denota por x a esta razon, se tiene la relacion

x> —x—-1=0,
la cual, como ya se vi6 anteriormente, tiene como soluciones a
o = “2—\5 = 1.618033--- vy o» = =5, las soluciones del polinomio

2
caracteristico de la sucesion de Fibonacci.




Capitulo

La sucesion de Fibonacci sobre otras
estructuras

Veamos ahora cual es la sucesion de Fibonacci pero sobre el campo
de los numeros binarios.

Sea F, = {0,1} el campo de los numeros binarios y sea sop = 0y
s1 =1 con la relacion de recurrencia

St=S1+St2 (3.1)
es facil ver que los primeros términos de esta sucesion son:
(s)={0,1,1,0,1,1,0,1,1,...} (3.2)

Obsérvese que esta sucesion se repite cada 22 — 1 = 3 términos y su
polinomio carateristico es:

f)=x+x+1 (3.3)
pero ahora como un elemento del anillo de polinomios Fj[x].
Obsérvemos lo siguiente:
(1) f(x) esirreducible. Por consiguiente se tiene el campo finito
Fo: = Folx]/{f(x)) = {0, 1, &, o’ = o+ 1}.

donde o = x + (f(x)). Mas aun, las raices de f(x) son o; = X'y
& = o> = 1 + «. Es decir, F,: es el campo de descomposicion
de f(x).

(2) f(x)divide ax3 —1:x3 — 1 = (x — 1) f(x).

(3) f(x) es primitivo: la raiz « es tal que F} = ().

Veamos ahora, como en el caso de la sucesiéon de Fibonacci clasica,
cual es el término general s; de la sucesion en consideracion.

Como las sucesiones («!) y («}) son linealmente independientes,
entonces
st =ao + bl (3.4)

7



8 3. LA SUCESION DE FIBONACCI SOBRE OTRAS ESTRUCTURAS

para algunas constantes a, b € F,. Veamos cuales son esas consantes.
De los valores iniciales de la sucesion se tiene el sistema lineal:

a+b=0, acy +bxy =0, (3.5)

el cual tiene como soluciébn a = b = 1. Por consiguiente el término
geneal de la sucesion biaria de Fibonacci es:

sp=aob +od (3.6)

Como en el caso de la sucesiéon clasica de Fibonacci, el grupo de
automorfismos del campo mathbbF, sobre F, esta generado por el
automorfismo de Frobenius: o(«;) = &>. La funciéon traza se define de
la misma manera que en el caso anterior: tvg,r,(8) = B+ 0(B), y tambien
se tiene el siguiente resultado:

THEOREM 3.0.2. Sis; es el t-ésimo término de la sucesion de Fibonacci
sobre los numeros binarios, entonces

t 2t
St =trp, m,(01) = &) + X7

3.1. La sucesion de Fibonacci sobre [F;

Como un ejemplo mas, a continuacion se determina la sucesion de
Fibonacci sobre el campo F3 = Z3 = {0, 1, 2, 3} de los enteros médulo 3.

Como en los casos anteriores, sea (s;) la sucesion determinada por
So =0, s =1 ylarelacion de recurrencia

St =Si_1+St_o. 3.7)
Es facil ver que los primeros elementos de esta sucsion son:
(s)=10,1,1,2,0,2,2,0,1,1,2,0,2,2,...} (3.8)
Obsérvece que la sucesion tiene periodon =32 —1 = 8.

Para determinar la expresion del término general, como en los
casos anteriores, supogamos que s; = &' para alguna «. De la relacion
de recurrencia se sigue que « es raiz del polinomio (caracterstico)
f(x) = x* — x — 1 € F3]x], es decir, « satisface la relaciéon

o’ =a+1 (3.9)

Es facil ver que este polinomio es irreducible (y primitivo) y sus raices
son

=& 0h=0=1+2a. (3.10)
Como el polinomio f(x) es irreducible se tiene el campo
F3 = F3[x]/(f(x)). (3.11)

El polinomio es primitivo y divide a X311,
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Tambien es facil ver que el conjunto Q(f) de las sucesiones (sobre
F3) que tienen como polinomio caracteristico a f(x) es un [F3-espacio
vectorial de dimension 2 y que una base esta dada por las sucsiones
((xﬁ) y ((xg). Por lo tanto, el término general de la sucesion se puede
expresar como

sy =aot + b (3.12)
para algunos a, b € Fs.

Veamos ahora cuales son esos elementos. Como en los casos
anteriores, de la relacion de recurrencia se tiene el sistema

a+b=0, acx+bo® =1, (3.13)
el cual tiene como solucion
a=1+«, b=—-(1+x). (3.14)

Por lo tanto, usando la aritmética del campo F3, la expresion del t-ésimo
término es:

ss=(1+x)a + ((1+o<)(xt)3. (3.15)

De la misma manera que en los casos anteriores se define el automor-
fismo de Frobenius y la funcion traza, y se puede ver que

s¢ = tr((1 + o) o).
Ejercicio. Probar la afirmacion anterior.

Pregunta: ;cual es la relacion de la sucesion con el codigo ciclico
generado por f(x)?

3.1.1. Relacion con los primos de Mersenne. Observése que en
los casos anteriores, el polinomio caracteristico es un trinomio de la
forma

fx)=x*+a1x+as (3.16)

con ai,a, elementos del campo correspondiente. Veamos que estos
son casos particulares del siguiente hecho:

PROPOSITION 3.1.1. Sea (s;) una sucesion con periodon = 2" — 1 dada
por la relacion de recurrencia

St =Sp—s+ Sn_t. (3.17)
Entonces su polinomio caracteristico f(x) es el trinomio

fx)=x"+x"+1 (3.18)
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3.2. La sucesion de Fibonacci sobre 74

En esta seccion se determinaran sucesiones del tipo de Fibonacci
sobre el anillo de enteros moédulo 4, Z4 = {0, 1, 2, 3}.

Sean s =0, s; =1y sea
St =St—1+St—2
la relacion de recurrencia.
Es facil ver que los primeros términos de la sucesion son:
(sp=1{0,1,1,2,3,1,0,1,1,2,3,1,...}.
Obsérvese que el periodo de esta sucesion es m = 6.

Como en los casos anteriores, supongamos que el término general
de la sucesion es tal que s; = ! para algun elemento «. Suponiendo
que el elemento « es invertible, de la relacién de recurrencia se sigue
que este elemento satisface

ol =1+ X,

es decir, « es raiz del polinomio f(x) = x> — x — 1 € Z4[x].

Observaciones.
(1) El elemento « es tal que:
0(2=1+(x, 0(3=1+20<,
o =2 + 3¢, o =3+x =1

(2) La reduccion médulo 2 de f(x), f(x) = x2+x+1 € Fy[x] es
irreducible, es decir, f(x) es bdsico irreducible.
(3) El polinomio f(x) divide a x3 — 1: x® — 1 = (x — 1)f(x)
Sea
R = GR(4, 2) = Z4lx1/{f(x))

el anillo de Galois determinado por f(x). Este anillo es el Z,-mddulo
generado por 1, &, es decir, R = (1, ). El grupo de unidades de R es tal
que U = (3) x (&) donde 3% = 1y «® = 1. Los elementos de R son:

R=MUU,
donde
M={0,2,2x,2 + 2},
U=3)x{)={1,0,1+0,1+2,2+303+a,3,
303 +3¢,3+2¢,2+ &, 1 +3a}.
Un calculo directo muestra que
S0 = (x — o)(x — (1 +30)).
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Sea
Q(f) = {(s;) con polinomio caracteristico f(x)}.
Es facil ver que Q(f) es un Z4-moédulo.

Si oy =y op =1+3x entonces s; = &1 y s't' = o» son elementos de
Q(f) ysis;=as; + bs’t/. De los valores de s; se tiene que
a+b=0, ax; +bo; =1
Resolviendo este sistema de ecuaciones se tiene que
a=3+2x b=1+2x=0".
Por lo tanto,
se=B+20)a + (1 +2x)(1 + 300",
Observemos que
(y={l, =1+, 03 =1+2x,0* =2+ 3¢, &> = 3 + ot}
y por lo tanto,
s = 30t 4 30513,

Recordemos que el automorfismo de Frobenius T sobre el anillo de
Galois R, esta definido como

T(Bo +2B1) = B2 + 22,

donde By, B2 son elementos del conjunto de Teichiiller A = {0} U (),
es decir, el elemento de R esta en su representacion 2-adica.

La funcion traza de R sobre Z4, esta definida como
Tr :R — Zy, Tr(y) =y + 1(y)

Se afirma que T(3x!*3) = 3¢°H+3

s¢ = Tr(3o*d).

En efecto como «% = 1 es suficiente ver que T(3a*3) = 3« es cierto
para t = 0,1,...,5, y un calculo directo muestra que esta relacion es
valida. En efecto,

, Y por consiguiente:

5t+3

Caso t = 0. Como 30 =1+ 2(1 + ) = 1 + 20¢® se tiene que
TBa}) =Tl +2x®) =1+2a* =1+2x = &
Por otro lado,
3ttt = 30003,
de lo cual se sigue la afirmacion.
Caso t = 1. Como 3a* = x + 2 se tiene que

TGat) = o® +2 = +2a = 0.
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Por otro lado,
3to(5t+3 - 310(8 - 30(2

y la afirmacién se sigue.

Caso t = 2. Como 3a” = 1 + 3 = &® + 2« se tiene que

TGa®) = o* + 2% = 1.

Por otro lado,
353 = 325543 _

de lo cual se sigue la afirmacion.

Es trivial ver que la afirmacién es cierta para t = 3 y se deja como
ejercicio al lector comprobar la relacion parat =4yt = 5.

En conlcusion se tiene la siguiente

ProposITION 3.2.1. Con la notacion anterior, el término general de
la sucesion de Fibonacci sobre el anillo de enteros modulo 4, Z4, esta
dado por

s; = Tr(3at*d).

3.3. Sucesiones binarias

En os ultimos afios, con el desarrollo de la informaciéon digital y
sus multiples aplicaciones (telefonia digital, GPS, cifrado en cascada,
etc.), de gran importancia es el estudio de sucesiones binarias. En esta
seccion se presentaran algunos resultados en esta direcciéon. Aunque
para fines de las presentes notas se hace énfasis en sucesiones binarias,
varios de los argumentos y resultados se tienen para sucesiones en otras
estructuras algebraicas como son los campos de Galois o bien anillos
finitos (por ejemplo enteros modulares).

3.4. Generacion de sucesiones binarias

Una de las formas mas comunes, rapidas y sistematicas de generar
sucesiones es por medio de relaciones de recurrencia, de las cuales,
como ya se vio, la sucesion de Fibonacci es un ejemplo. A continuacion
se retoma nuevamente esta sucesion para obtener algunos resultados
que permitan dar una indicaciéon para otros casos.

Recordemos que la sucesion de Fibonacci, {f,}, esta dada por la
relacion de recurrencia lineal:

Sne1 = fu + fuo1, paran > 1,

donde fy =1y fi1 = 1. A estos valores se les conoce como la semilla de
la sucesion.
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La relacion anterior es equivalente a,
Sni1 = fn— fuo1=0
a la cual se le puede asociar el polinomio:
f)=x* —x —1 € Rx],

donde el grado del polinomio corresponde al nimero de términos
de la relacién de recurrencia y los coeficientes de la indeterminada
corresponden a los términos de la sucesién en orden decreciente y
el coeficiente de la maxima potencia de x es igual a 1, es decir, el
polinomio es moénico. A este polinomio asociado a la sucesiéon se le
llama caracteristico.

Obsérvese que el polinomio f(x) es irreducible sobre el campo de
los niimeros racionales Q, por lo tanto se puede definir el campo:

K =QIxl/{f(x)),
donde (f(x)) es el ideal (principal) del anillo Q[x] generado por f(x).
Este campo es una extension de Galois de grado 2 de los numeros

racionales Q y es facil ver que es isomorfo al campo Q(v/5). Ademas K
es el campo de descompocicion de f(x) cuyas raices son

_1+Vs 15
o2 Tt 2

Basados en el ejemplo de la sucesion de Fibonacci veamos ahora el
caso de sucesiones binarias.

X1 2

Para muchas cuestiones practicas de las sucesiones es muy im-
portante que estas sean lo mas impredecible posible, es decir, sean
aleatorias. En general es dificil producir tales sucesiones, sin embargo
para sucesiones binarias periddicas existen métodos para obtener las
llamadas sucesiones pseudo-aleatorias las cuales deben satisfacer las
siguientes condiciones, conocidas como los postulados de Golomb:

(1) El nimero de ceros y el nimero de unos sea el mismo en la
medida de lo posible, es decir si n es el periodo de la sucesion,
haya [n/2] ceros y unos.

(2) La mitad de las corridas en u nciclo tengan longitud 1, un
cuarto de las corridas tengan longitud 2, un octavo de las
corridas tengan longitud 3, etc.

(3) La autocorrelacion de la sucesion sea constante.

La tercera condicion es quiza la mas importante y mas dificil de cumplir
en una sucesion para que esta sea pseudo-aleatoria. En la seccion 7 se
abundara en el concepto de correlaciéon de una sucesion.

Para usar las sucesiones binarias en criptografia, estas deben
satisfacer las siguientes condiciones:
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(1) El periodo n de la sucesion debe ser lo mas grande posible.

(2) La sucesion debe ser facil y rapido de generar.

(3) El conocimiento de alguna parte del texto en claro con
la correspondiente del texto cifrado no debe ser suficiente
para determinar la sucesion completa empleada en el cifrado
(este criptoanalisis se conoce como ataque de texto en claro
conocido.)

Por consiguiente, si se desea tener sucesiones binarias para ser
empleadas en criptografia, hay que ver la manera de obtener estas
que satisfagan las condiciones antes mencionadas.

Sea {s;} una sucesion binaria, es decir, s; € F, para toda t > 0.
El periodo n de la sucesion {s;} es el menor entero positivo tal que
Stin = S¢ par todo t > 0. Es decir, el periodo de la sucesion es el menor
entero tal que los elementos de esta comienzan a repetirse.

Sea {so, 51, .., Sn—1} la semilla y supongase que el término s, esta
dado por la relacién de recurrencia lineal

Sn =An-1Sn—1 tAn-28Sp—2 +---+a1X + ay,
donde a,_1,a,_>,...,a9 € F>.

Como en el caso de la sucesiéon de Fibonacci, el polinomio
caracteristico de la sucesion {s;} es:

n—1 2

Jx)=x"—an_1x —ApX"TC — - —a1x — aop.

Sia=(an_1,an_2,..,a1,a9) y X = (x", x" 1 ..., x,1), recordando que
a = —a para todo elemento a € F», el polinomio f(x) se puede escribir
como
f)=0,a) X=x"+an 1 X" " +an_ X"+ +ax — ao.
Para ilustrar los conceptos anteriores veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Sea n = 4, la longitud de la sucesion, semilla (1, 0, 0, 0)
y relacion de recurrencia Sy, = Si + Sx41 para k > 1. Por consiguiente,

Ss=81+S>=1, S6¢=5,+853=0, S7=53+54=0, sg=54+55=1, etc.
Ejercicio. Determinar el periodo de esta sucesion.
Es facil ver que el polinomio caracteristico de esta sucesion es:
fx)=x’+x+1
Ejemplo 2. Sea {1,0,1,1,0,0,1,1} la semilla de una sucesion
binaria {s;} con relacion de recurrencia lineal
Sp=Sn_1+Sn_4+S2+5g

paran > 8.
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Por consiguiente se tiene que:
S§g=8S7+S4+S+S5=1+0+1+1=1,
Sg=Sg+5S5+S+S=1+0+1+1=1,etc.

Ejercicio. Determinar cual es la longitud de la sucesion, es decir,
cuando se repiten los elementos de esta sucesion.

El polinomio carateristico de esta sucesion es:

f)=x+x"+x%+1

3.5. Registros de Corrimiento de Retroalimentacion Lineal

Una forma eficiente para obtener sucesiones binarias es por medio
de los llamados Registros de Corrimiento de Retroalimentacion Lineal,
RCRL (Linear Feedback Shift Register, LFSR), el cual se describira a
continuacion. El siguiente diagrama muestra el funcionamiento de
estos registros.

Para iniciar se elige la longitud »n del registro (sucesion) y se da un
estado inicial Sy = (8o, 51, ..., Sn—1) donde s; € F» (bits). Obsérvese que el
estado inicial se puede pensar como un elemento del espacio vectorial
F%. El siguiente paso es generar el primer elemento de la sucesion. Con
el estado inicial se considera la siguiente funcion lineal:

f(So)=S0-C=coSo+cC181+ -+ Cn_15p—1,
la cual servira como la funcién de retroalimentacién para el RCRL. Por
consiguiente el elemento s, de la sucesion es
Sn = f(S0) =So-C=coSo+ €181+ +Cn-15n-1,
y los elementos que aparecen el el registro son:
(81,52, e Sn—1, Sn)-

Nuevamente, este se puede ver como un elemento del espacio vectorial

n
F7.

Para ilustrar el funcionamiento de un RCRL veamos algunos
ejemplos.

Ejemplo 1. Sea n = 4 la longitud del RCRL, co =c1 =1,co =c3 =0
y So = (1,0,0,0) el estado inicial. Entonces s5 =5y +s; =0+1=1,yel
estado que produce el RCRL es (0,0,0,1). El siguiente estado que se
produce en este RCRL es (0,0, 1,0) ya que f(0,0,0,1)=0+0=0.

Ejercicio.
(1) icuantos estados se obtienen en el ejemplo anterior?
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(2) Si en cada aplicacion del RCRL se obtiene un elemento de
una sucesion, en el ejemplo anterior, jcual es el periodo de la
sucesion?

3.6. Las m-sucesiones

En esta seccion se introduciran las sucesiones binarias de maxima
longitud, también conocidas como mi-sucesiones, se daran algunas de
sus propiedades asi como algunos ejemplos.

En la seccién anterior se mencion6 que una propiedad que deben
satisfacer las sucesiones para poder ser usadas en criptografia es que
sean de longitud maxima. Asi la pregunta natural es: jcomo obtener
sucesiones de periodo maximo?.

Como se mencion6 anteriormente, una manera de obtener suce-
siones es por medio de un RCRL. Se dice que una sucesion generada
por un RCRL con m entradas es una m-sucesion si su longitud es
2" — 1. Las m-sucesiones son tambien conocidas como PN-sucesiones
(pseudo-noise).

Si las sucesiones son generadas por un RCRL, jcomo determinar si
un RCRL genera una m-sucesion? A continuacion se dara una respuesta
a esta pregunta.

Si cp,cC1,...,cn—1 son los coeficientes asociados a un RCRL, el
polinomio caracteristico del RCRL esta definido como:

fO)=1+c1x1+-+cp1x" 1+ x",
Ahora se tiene el siguiente,

LEmMA 3.6.1. Sea f(x) el polinomio caracteristico de un RCRL.
Entonces,

n—1

Qf) = {(s))iz0 : Skan = Z CiSk+i}
=0

es un espacio vectorial de dimension n sobre IF».

Obsérvese que Q(f) es el conjunto de sucesiones cuyo polinomio
caracteristico es f(x).

Ejercicio. Dar una demostracion del Lema anterior.
El siguiente resultado caracteriza las m-sucesiones:

THEOREM 3.6.2. Una sucesion binaria (distinta de cero) producida
por un RCRL con polinomio caracteristico f(x) es una m-sucesion si y
solo si f(x) es un polinomio primitivo.
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Para ilustrar este resultado veamos un ejemplo. m =5y

Ejemplo. Sea f(x) = 1 + x® + x° (probar que este polinomio es
primitivo). Es facil ver que en cada etapa el estado generado por el
RCRL correspondiente se puede ver como un elemento (distinto de
cero) del espacio vectorial I3, el cual tiene cardinalidad 32. Por ejemplo
si el estado inicial es (1, 0, 0, 0, 0), el siguiente estado es (0,0,0,0,1),y el
siguiente (0, 0, 0, 1, 0), etc. La sucesion que se va obteniendo es 0, 1, 0, ...

De acuerdo al Teorema anterior, para obtener m- sucesiones
(binarias), es decir, de maxima longitud 2™ — 1, es necesario obtener
polinomios primitivos de grado m, y esto conlleva a la pregunta natural:
dado un entero m > 3, jcomo se obtienen polinomios primitivos
de grado m? Obviamente para cuestiones practicas se requieren
sucesiones binarias de longitud






Capitulo

Correlacion cruzada

En esta seccion se introducira la funcién de correlacion cruzada
de dos sucesiones cuyos elementos estan en el conunto {+1,—1}, en
particular aquellas que provienene de suscesiones binarias de maxima
longitud. Se determinaran los valores de la funcién de correlacion
cruzada de las llamadas sucesiones de Gold ([1]] las cuales son de
gran importancia por sus aplicaciones en sistemas de comunicacion
multi-usuario.

4.1. La funcion de correlacion cruzada

En las siguientes lineas se recordara la definicion de correlacion
curzada (crosscorrelaction) de dos sucesiones cuyas componentes son
elementos del conjunto (grupo) {+1, —1}.

Sean X = (Xg, X1, o0y Xn—1), Y = (Y0, Y1, ---» Yn_1) dos sucesiones de
longitd n cuyas componentes son elementos de {+1,—1} y sea T un
entero tal que 0 < T < n — 1. La funcién de correlacion cruzada de x y
v, C(x, ¥)(T) o simplemente C(T), se define como

n—1

CD) = XiVier,

i=0
donde los indices son reducidos moédulo n.

A continuacién se daran algunas oservaciones.

(1) Sea A un conjunto (no-vacio) y A" su producto cartesiano n
veces. El corrimiento ciclico, o, sobre A" se define como

g An — Anl O-(a()l A1y eeny a?’l—l) = (a'n—ll AQy wany an—z)

Obsérvese que esta funcion es una permutacion de A™. Si T es
tal que 0 < T < n — 1 se define

Or=00---00, (T —veces)
done “ o " denota composicion de funciones.

19
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2)Si vy = (30,1, Yn_1) €S Una sucesion y 7 es tal que
0 <1<n-—1, entonces
T(Y) = (Vo V1 woor V1)

/
donde y’,; = y;.
En términos de la funcién o; y del producto “punto” -,
la funcion de correlacion cruzada de dos scesiones se puede
expresar como

C(1) = x - o(Y).

Ejemplo. Considérese las sucesiones x = (—1,—1,—1,+1,—1,
+1,+1)y y =(—1,+1,+1,—1,+1,—1, —1, —1). Es facil ver que

C(0)=-5,C(1) =3,C(2) =3,C(3) = -1,C(4) = 3,C(5) = —1,C(6) = —1.

Una forma alternativa de definir la funcion de correlacion cruzada
de dos sucesiones x = (X0, X1,...,Xn_1), ¥V = (Yo, V1, s Yn_1) donde
sus entradas estan en el mismo conjnto, es la siguiente([]):

Cx,»)=A-D

donde A es el imero de elementos que coinciden de ambas sucesiones
y D el numero de elementos que no coinciden.

Si x, v son dos sucesiones de longitd n y o es como antes, entonces
la funcion de correlacion cruzada C(T) es:

C(T) = A(T) = D(7)

donde A(T) y D(T) es el umero de elementos que coinciden de las
sucesiones x y o(y), y D(T) el nimero de elementos de esas sucesiones
que no coinciden.

Es facil ver que en el Ejemplo anterior:

C(0)=A0)—D0)=1-6=-5,C(1)=A(1)—-D(1)=5—2 =3, etc.

4.2. Correlacion cruzada y distancia de Hamming

Veamos como la funcién de correlaciéncruzada introducida en la
seccionanterior se puede expresar en términos del peso de Hamming
cuando las sucesiones en cuestion son binarias.

Recordemos que el peso de Hamming de a = (ao, a1, ..., an—1) € F}
es:

pu(a) = [{i:a; #0}|
es decir, py(a) es el nimero de coordenadas distintas de cero de a.

Si
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Si a = (ag,ai,...,an-1),b = (by,b1,...,by_1) € F} su distancia de
Hamming es:

du(a,b) = pula —b)

es decir, dy(a,b) es igual al nimero de coordenadas donde a y b
no coinciden. Por lo tanto, el imero de coordenadas donde ambas
sucesiones coinciden es:

A=n—dg(a,b)

Por consiguiente, en términos de la distancia de Hamming, la
funcion de correlacion cruzada de las sucesiones a y b se puede
expresar como:

C(0) = A(0) — D(0) = (n — dg(a, b)) — dg(a, b)
=n —2dy(a,b) =n —2py(a — b).

Por ejemplo, si consideramos las sucesiones del ejemplo anterior y
si C(3) = —1, de la relacion previa se sigue que:

dula, o3(b) = 2371 =22 = 4,

Como se puede ver, este ejemplo es un caso particular del siguiente
resultado, el cual es obvio de la relacion dada anteriormente entre la
funcion de relacion cruzada y la distancia de Hamming;:

Sia y b son dos sucesiones binarias de longitud n = 2™ — 1, entonces
C(0) = —1 si y solo si dy(a, b) = 2m~1,

4.3. Correlacion cruzada de m-sucesiones

Por el resto de este trabajo se trabajara con m-sucesiones, en
particular se obtendra la correlacion curzada de dos sucesiones de esta
naturaleza.

Si x = (x;),y = (v;) son dos m-sucesiones de longitd n = 2™ — 1,
de la seccion ... los elementos de esas sucesines tienen la forma Tr(y")
donde y es un elemento primitivo delcampo F7* y Tr es la funcion traza
de F%' en F,. Mas aun por el Teorema ... se puede suponer que cada
elemento de las scesiones tiene la siguiente expresion:

x¢ = Tr(a), y; = Tr(ah)

donde « es un elemento primitivo de F5' y d es un entero tal que
1 <d < n-1yprimo relativo con n, es decir, d es un elemento del
grupo de unidades de Z,,.
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En este caso la definicion de correlacion cruzada tiene la siguiente
expresion:
n-l t- dt
C(T) — (_l)T‘r‘(O( T ).
Si B = «7, la cual es una constante y como t toma los valores de 1
an — 1, « recorre los elementos no-cero del campo F' = GF(2™), la
funciéon C(1) se puede expresar como:

C(T) — (_1)TT(BX+Xd)
xEGXF(;’")*
Esta ultima expresion de la funcion C(T) es un caso particular de
las llamadas sumas exponenciales, las cuales son de gran interés y
ampliamente estudiadas en Teoria de Numeros asi como en Teora de
Codigos Lineales. Por ejemplo, si d = —1, la expresion corespondiente
es conocida como la suma de Kloosterman.

4.4. Propiedades criptograficas de las m-sucesiones

Sabiendo como se generan sucesiones binarias de maxima longi-
tud, las m-sucesiones, veamos hasta que punto estas satisfacen las
condiciones para ser usadas en criptografia mencionados en la Seccion
5.1.

C1. Como las sucesiones generadas por un RCRL de m etapas puede
alcanzar un periodo de longitud 2™ — 1, se pueden tener sucesiones
lo suficientemente grandes (por ejemplo si m = 166 el periodo es del
orden de 10°9).

C2. Los RCRL son bastante faciles de implementar.

C3. Las m-sucesiones son muy inseguras ! y por lo tanto no se
pueden usar en sistemas de cifrado robustos. A continuacion se da un
argumento el porque estas sucesiones no son seguras.
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Las sucesiones de Gold

Como se menciondé anteriormente, las sucesiones binarias se
usan en varios contextos, pero estas deben tener propiedades muy
particulares. Una de estas sucesiones es la llamada sucesion de Gold
la cual tiene la particularidad de que su funcién de correlaciéon tomo
pocos valores. Estas sucesiones (o variaciones de estas) son actualmente
usadas en los Sistemas de Posicionamiento Global (Global Positioning
System, GPS). En esta seccion se introduces estas sucesiones y se
determina su funcion de correlaciéon cruzada para lo cual se segue el
trabajo original ([1]). El resultado principal es el siguiente:

THEOREM 5.0.1. Sean a = (a;),b = (blj) dos sucesiones binarias de
maxima longitud dadas por a; = (—1)T* ) y b; = (=)@ donde
« es un elemento primitivo del campo GF(2™), m impar y e es tal que
1<e<mn-—1y(en)=1. Entonces,

C(n= —-1siar=1,
Cn= —Q"Y24+1)0@M™V2 _1)siar=-1

La demostracion de este resultado sera basada en el trabajo [1]
pero antes se dara una conexién con Codigos ciclicos.

THEOREM 5.0.2. Sea m impar, f1(x) el polinomio primitivo que tiene
como raiz a x y f>(x) el polinomio irreducible que tiene como raiz a
o+, Sea @ = (f1(x) fo(x)) el codigo ciclico generado por f(x)f»(x) y sea
% =6+ = (h(x)) el cédigo dual de 6 generado por el polinmio h(x) = ....
Si0 < c es una palabra de 9 y py(c)su peso de Hamming, entonces

pu(c) € {2m—1, 2m=1 4 pm=1/2 pm=1 _ pm-1)/2}
En [2] se enuncia la distribucion de pesos del codigo 9.

Antes de dar la demostracion del Teorema 3, veamos su relacion
con el Teorema 4.

En la subseccion ... la funcion de correlacion cruzada para dos
sucesiones a y b de longitud n = 2™ — 1, se expres6 como:

C=n - 2dg(a,b)

23
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Consideremos ahora las sucesiones o(a)y b. De larelacion anterior
se sigue que:
C=n—2dy(o-(a),b)

Por consiguiente,

C=—1<+= dy(oa),b)=2""",

C=—QMV24+1) <= dy(or(a),b) = 2m1 +2m=D/2

C=QM™V2 _ 1)« dy(o-(a),b) =2m"" —2m=1/2

Para la demostraciéon de el Teorema 3 se requieren los siguientes
resultados:

PROPOSITION 5.0.3. Sea (m, e) = 1. Entonces la ecuacion x* +1 +x% +
¢ = 0 tiene solucion en GF(2™) siy solo si Tr(c) = 0.

PrROPOSITION 5.0.4. Si a,b son dos sucesiones binarias de period p
entonces,

p—1 p—1
D [Cap(DF =Y [Caa(DNChp(T)].
i=0 i=0

Demostracion del Teorema 3.

Sea S(x~1) = a; = (—1)"@) y ()i = by = (—1)T@HT,
Entonces,

2n_2 on_o
= > ali+nbi) =} S s
=0 i=0
2"—-2 on_o )
= D Sl @)+ @)= Y Sl (o) + ()L
i=0 0

Sea ¢ = o~ 7. Como S(0) = 1, se tiene que
CO=1 Y Sex+x*M—-1.
XEGF(2m)

Obsérvese que la funcién x — x + y es una permutacién del campo
GF(2™), para cualquier y € GF(2™), la expresion para la correlacion
cruzada se puede expresar como:

C = [ > Slex+y+x+y -1
xE€GF(2™m)

[ Z Slex+ ey + X +x¥y+xy* + )2 11
xEGF@2m)



5. LAS SUCESIONES DE GOLD 25

Observando que para todo y € GF(2™), Tr(y) = Tr(y**!) se tiene que
S(x%y) = S(xy* ), y por lo tanto,

CO=1 > Sxc+y” +y)+x" " +ey+y” -1
XEGF(2™M)

A continuacién se analizaran los dos casos: a(t) =1y a(t) = —1.
Caso 1: a(1) = 1.
Obsérvese que
a(M =1 S ) =1 Tr(«™ ") = Tr(c) = 0.

En este caso, de la Proposicién 5 (ver mas adelante) se sigue que la
ecuacion c+x2 °+x2° = 0 tiene solucion en el campo GF(2™). Sea  una
tal solucion. Observando que S(u + v) = S(u)S(v), la expresion para C(T)
queda como:

CO) = [ ) SIx*+cp+p -1
xX€GF(@2™m)

= [ ) Se¥HSep+pT -1
xX€GF(@2™m)

[SCB+B* ML Y S —1

XEGF(2™)

Como

2m—2
> ﬂf”%:(}jhm>—1=o
i=0

XEGF(2™)
se concluye que
C(n=-1
Caso 2: a(1) = —1.
Obsérvese que
a(M=—-1<= S ) =S)=—-1 <= Tr(a¢" ") =Tr(c)=1.

Como m es impar, Tr(1) = 1 y por lo tanto, Tr(c + 1) = 0. Nuevamente
por la Proposicién 5 sea B € GF(2™) una solucion de la ecuaciéon
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(c+1)+x% " +x% =0.Por lo tanto,
Ct) = | Z SIx +x¥* 1 4B+ B -1
XEGF(2m)

= [SeB+BTII D SEISx* -1

xE€GF(2m)

2m—2
[> St 'S®) ™) + 11 -1

i=0

= =1

2m—2
= +1 [Z a(i)b(i)+1]] -1
i=0

= F1[CO)+1]-1

Por lo tanto,
Sia(t)=—1yS(cp+p2+) =1 se tiene que
C(T) = C(0)
ysia(m) =—1yScp+p*")=-1,
C(t)=C)+2
Si c € GF(2™) es tal que Tr(c) = 1 sea B € GF(2™ una solucion de la
ecuacion ¢ + x2 "+ x2° = 1. Obsérvese que B + 1 es tambien solucion de
esta ecuacion, y como m es impar, se puede tomar a la solucion B de
tal manera que Tr(B) = 1.
De la relacion ¢ + B2 + B2 =1 se sigue que cf + B2 *! = B+ p¥+!
y por lo tanto S(cB + B2 1) = S(B + BZY).
Dado que hay una biyeccién entre los conjuntos
{c € GF2™): Tr(c) =1}y {B € GF2™): Tr(B) =1}
entonces,
|B € GFQQ™): S(cB+ B> 1) = S(B+ B> *1) = 1]
=|B € GF™): Tr(f) =1y Tr(>*') = 0|
y se puede ve que
B € GFR™): Tr(B) =1y Tr(B** = 0)] = [2™ — 1) — C(0)]/4.

Por lo tanto,

C(t)= —[C(0)+ Z]Hﬂ veces
C(1) = C(O)(2 — 1)Z[C(O) 2 veces
C(1) = (fl)w veces

2
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Para determinar los valores de la funcién C(t) se usara el resultado de
la Proposicién 2:

2m—2 2m—2
> Ca, b)) = Y Cla,a)DCDb, b)(T).
i=0 i=0

Si x es una sucesion de maxima longitud, C(x, x)(T) = —1 paraT#0y
C(x,x)(0) = 2™ — 1, se tiene que
2m_2
> Cla,bm=2" -1 +@m -1 -1
i=0

Sip=2"—1vy C,p(0) = 0, substituyendo para C, ,(T) se tiene que
0’[p+60+2] . [0+ 2]%[p = 6] Lp—1
4 4 2
y esta relacion se reuce a:
20p —1)+40(p — 1) +2(p — 1) =4(p - D(p +1)
0?+20—Qp+1)=[0+QM™V2 1 1))[0 — (22 1))

y por lo tanto,

=p’+p—1

Cap(0) = —(2MD/2 4 1),
o bien,
Cap(0) = V2 — 1.
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